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INTRODUCTION 
En 1912, A. Thue, considtrant que “pour le dtveloppement de la science 
logique, et independamment de toute idee d’application, il est interessant 
de trouver de nombreux sujets de speculation sur des problemes difficiles”, 
consacrait un article de 65 pages aux proprietes des suites, finies ou 
infinies, de symboles pris parmi un alphabet fini X. 11 y Ctablissait en parti- 
culier l’existence, dans le monoi’de libre X* engendre par l’alphabet X, 
de mots a arbitrairement longs, possedant la proprittt suivante: toute 
factorisation de a de la forme: 
a = a’fgfaR,fEXX*,a’,a”,gEX* 
est telle que 
lgl 2 CardX-2 
(pour chaque mot g de X*, j g / designe ici la longueur de g: / g 1 = n si 
gEX”,nEN). 
Cette proprittt a CtC maintes fois redtcouverte par la suite dans le cas 
particulier oti Card X = 3, sous les noms de “suites sans carre”, “suites 
saris repetition”, “colliers de perles saris repetition locale”, etc. La 
bibliographie ci-jointe contient toutes les references que j’ai pu rassembler 
sur le sujet, avec de breves indications sur ce qu’on trouve dans chaque 
article. 
Nous utiliserons ici le langage de la thtorie des monoi’des; une sesqui- 
puissance sera un mot h de X* de la forme: h = fgfoti g E X*, etfo XX* 
(c’est-a-dire If I > 0); ce mot sera un curt+ si et seulement si g est le mot 
vide e, c’est-a-dire si I g I = 0. 11 est facile de voir que si Card X < 2 
la propriete de Thue est trivialement vtrifite, et qu’alors tout mot de 
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longueur au moins 4 contient un car&. Nous supposerons done desormais 
que X contient au moins 3 lettres. 
L’existence de suites arbitrairement longues sans carre sur l’alphabet X, 
d&s que Card X > 3, n’entraine pas, comme on aurait pu le supposer, 
que les mono1des quotients obtenus a partir de X* en identifiant tout 
carre ff au mot vide e (resp: en identifiant tout carre f f au mot f) soient 
infinis: le premier est le groupe de Burnside engendre par X pour l’expo- 
sant 2, qui est abelien et fini; le deuxibme est le mono’ide idempotent libre 
engendre par X: Green et Rees, dans un article [18] consacre au probleme 
de Burnside pour les monoides, montrent qu’il est fini, et donnent le nombre 
de ses elements en fonction de Card X (voir aussi [19]). 
Mais, a propos encore du probleme de Burnside, Novikov utilise dans 
[16] la suite sans car& construite sur un alphabet de 3 lettres par Argon 
[3] (la premiere a ma connaissance, apres celle de Thue): elle intervient 
au tours d’un schema de demonstration, dont le but est de prouver que 
pour n > 2, et r > 72, le groupe de Burnside d’exposant r a n generateurs 
est infini (voir aussi [17]). 
Le probleme de construire une suite sans car& revient tgalement a 
plusieurs reprises dans les travaux de Morse sur la dynamique symbolique, 
oti une telle suite s’interprete comme une trajectoire symbolique rtcurrente 
non periodique. 
L’tnonce de Thue rappelt plus haut n’est pas le meilleur possible: en 
effet, ainsi que nous l’etablirons, on a le 
THJ~ORBME. (A) Si Card X > 3, il existe duns X* des mots a arbitraire- 
ment longs tels que toute sesquipuissance fgf facteur de a vhjie 
1 g j > 1/3/f 1, c’est-d-dire que si a admet une factorisation a = a’f g f a”, 
o& a’, a”, gEX*, et f eXX*, alors 1 g 1 2 l/31 f j. La constante l/3 est 
optimale en ce sens que 
(B) Si Card X = 3, tout mot de longueur au moins 39 contient une ses- 
quipuissance f g f v~rzjiant I g I < l/31 f I. 
Pour simplifier la redaction, on dira qu’un mot a de X* verifie la pro- 
prittt Pt (t > 0) si pour toute sesquipuissance f g f facteur de a, j g >, t If I. 
11 est clair que si un mot vtrifie la propriete Pt , il verifie la propriett Pt, , 
quel que soit t’ au plus Cgal a t. Appelons El, l’ensemble des nombres reels 
positifs ou nuls t, tels qu’il existe dans X* (Card X = k) des mots arbi- 
trairement longs vtrifiant la propritte P, . Ek est, quel que soit le nombre 
entier k, un intervalle de R, . E, est majort par 2: en effet, tout mot de 
longueur 4 contient necessairement en facteur une sesquipuissance f g f 
oti f E X et g E {e} u X u X2, done telle que I g I < 21 f I. La premiere 
&ape a consiste a montrer que E, n’etait pas reduit au point 0, ce qui 
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s’est fait en remarquant que le mot infinil construit par Leech [lo] comme 
mot saris carre posdde la propriett Pl17 . (La demonstration repose sur 
le m&me principe que celle qui suit.) 
11 restait alors a determiner le seuil T,(1/7 < T3 < 2), borne superieure 
de I’intervalle E3 . Le thtoreme consiste a Cnoncer que ce seuil T3 est l/3, 
et que E, = [0, l/3]. 
Je tiens a remercier ici M. R. Bodard, qui a effectue sur ordinateur les 
calculs permettant de preciser ce seuil: apres avoir vtrifit (B), qui entraine 
que T3 < l/3 (la verification a la main de cette affirmation (B) est longue, 
mais possible), il a construit un mot de longueur 5852 possedant la pro- 
priCtC Pl,3 . Ceci invitait a presumer que T3 = l/3, et a essayer de construire 
des mots arbitrairement longs possedant la propriete Pl,3 , ou, ce qui est 
equivalent, un mot infini possedant la propriett Pl,3. (II est clair que 
I’existence d’un mot infini s = (s,),,~ verifiant la propriete Pt entraine 
l’existence de mots arbitrairement longs s, verifiant la proprittt Pt . 
Reciproquement, s’il existe des mots arbitrairement longs verifiant la 
propriete Pi , on peut construire un mot infini verifiant la m&me propriete: 
en effet, soit F la famille infinie des mots verifiant la propriete P, . X &ant 
fini, Pun de ses elements au moins, soit s0 = x,, , est tel que x,X* n F 
soit infini. Supposons construits de cette faGon les mots s,, , s1 ,..., s, . 
Alors, s,X* n F ttant infinie, et X fini, il existe au moins un Clement 
x,+~ de X tel que s,x,+~X* n F soit infinie. Posons s,+~ = s,x,+~ : s,+~ 
verifie la proprittt Pt comme facteur d’un mot de F, le mot s = (s&~ 
ainsi construit par recurrence vtrifie done la proprittt Pt .) 
CONSTRUCTION 
Onva proceder en iterantl’applicationd’unmorphisme wdeX* = {a,b,c}* 
dans X*, defini par la don&e de w(u), w(b), w(c). On posera ainsi: 
sg = a, Sl = w(u), 222 = w(w(u)) )...) s, = wyu>... 
(0 WneN representera un mot infini a la condition que pour tout IZ, 
s, soit facteur gauche propre de s,+~ . En particulier, a doit &tre facteur 
gauche propre de w(u), soit w(a) = UA (avec A E XX*); et ceci suffit 
pour que s,+~ = WR+l(u) = wyw(u)) = w”(d) = wn(u) w”(A) = &W”(A) 
admette s, comme facteur gauche. Si w(b) et w(c) sont differents du mot 
vide, s, sera facteur gauche propre de s,+r . 
1 Nous appelons mot i&i sur un ensemble X, toute suite s = (s&v de mots de X* 
telle que, pour tout n, S, soit facteur gauche propre de s,+~ (ou: s,,, E s,XX*). Un 
facteur d’une telle suite est un mot f  de XX* qui est facteur d’un des mots S, (ou S, E 
X*fX*). Un mot infini vkrifie la propriM Pt si et seulement si, pour tout n, s, vkrifie 
la propriCtC Pt . 
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(ii) On va demander au morphisme w de conserver la propritte PIi , 
c’est-a-dire que sifest un mot posddant la propriett PII , wcf) possedera 
Cgalement la propriett PIIs . Ceci assurera en particulier que pour tout n, 
s, = V(U) posdde la propritte Pl,3 , car il en est ainsi de S, = a. Par 
consequent le mot infini (s,),,~~ possedera la propriM PII . 
(iii) A seule fin de simplifier les verifications, nous introduisons la 
condition supplementaire suivante: w(b) = z(w(a)), et w(c) = z(w(b)) = 
zz(w(a)) oh z est le morphisme de X* dans X* defini par z(u) = b, 
z(b) = c, z(c) = a. 
(iv) w(u) peut a priori commencer par ub ou UC. En fait, si w est un 
morphisme verifiant les conditions (i), (ii), et (iii), et tel que UC soit facteur 
gauche de w(a), et si w’ est le morphisme obtenu en tchangeant les roles 
de b et c dans la donnee de w, w’(u) admet ub pour facteur gauche, et w’ 
verifie lui aussi (i), (ii), et (iii). En effet, (i) et (ii) ne sont pas remis en cause 
par cet Cchange, et (iii) est encore v&if%, car, si I’on appelle y le morphisme 
de X* dans X* effectuant l’echange de b et c (defini par ~(a) = a, y(b) = c, 
v(c) = b), on obtient: 
ww = MW = vM4), 
w’(y@)) = ~‘(4 = hW) = YMwWN, 
w’tdc)) = w’(b) = ~(43) = Y(z”(w(~>)> 
et on v&he que yz = z2v et yz2 = zy, done w’(b) = z(y(w(u))) = z(w’(u)), 
et w’(c) = z2(w’(u)). 
I1 suffira done de considerer les morphismes w tels que ub soit facteur 
gauche de w(u). 
Ces conditions ttant posees, voyons ce qu’il en resulte pour w. La 
condition (ii) entraine en particulier que si f verifie la propritte Pl,3 , w(f), 
verifiant la propriM P,,, ne contient pas de car&. Ainsi, w(u) = ubA, , 
w(b) = bc z(A1), w(c) = cu z2(A,), w(ub), et w(uc) ne contiennent pas de 
car&. I1 en resulte que A, = A,cbu. De m&me, puisque w(bu) et w(cu) 
ne contiennent pas de car&, w(u) = ubc A, cbu; done w(b) = bcu z(AJ ucb, 
w(c) = cub z2(A3) but. On peut meme prtciser que w(u) commence par 
ubc ucb ou ubcbuc, et, puisque w(ub) et w(uc) ne contiennent pas de car&, 
w(u) = ubc ucb A, bcu cbu ou w(u) = ubc but A,’ cub cbu. On peut ainsi 
continuer a Climiner les mots qui ne peuvent &tre facteurs gauches ou 
droits de w(u), compte tenu de (iii) et du fait qu’en particulier w(ub), 
w(uc), w(bu), et w(cu) doivent posstder la propriM P,,, . On construit 
alors l’arbre des mots qui n’ont pas et6 elimines en tant que facteurs 
gauches de w(u), et de mCme l’arbre des facteurs droits Cventuels de w(u), 
qui est symetrique du premier. 
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En associant le facteur gauche (4) avec le facteur droit (4), on obtient 
le morphisme w  defini par 
w(a) = abc acb cab c bat bca cba, 
w(b) = bca bat abc a cba cab acb, 
w(c) = cab cba bca b acb abc bat. 
11 est clair que w  vtrifie (i), (iii), et (iv); on s’assurera qu’il repond aussi 
a la condition (ii). Pour ce morphisme w, 1 w(a)1 = 19. On peut s’assurer 
qu’il n’y a pas d’autre faGon de combiner les facteurs gauches et droits 
obtenus, pour former une solution w’ du probleme telle que 1 w’(a)1 < 19; 
en effet, les seuls couples de facteurs gauche et droit pouvant &tre associb 
pour donner un mot de longueur au plus 19 sont (1,2), et par raison de 
symttrie, (2, 1); (3, 3); (4,4); et (5, 5). Or, pour le morphisme obtenu 
dans le cas (1,2), w(ac) ne vtrifie pas la propriete Pl,s , car ce mot admet 
pour facteur gauche 
abc acb aca bat bca cba cab cba 
11 faut de mCme exclure, symetriquement, le couple (2, 1); pour le 
couple (3, 3) et le couple (5, 5), w(a) ne verifie pas la propriete Pl,3 : 
(3,3) w(a) = abc acb cab acb ca cba, - - 
(5,5) w(a) = abc bat bca bat bca bcba. -___ 
Le morphisme correspondant a (4,4) est done le seul satisfaisant a la 
condition supplementaire: (v) j w(a)/ < 19. 
I1 reste a verifier que ce morphisme possede la propriete (ii). Cette 
verification se fait a l’aide des remarques suivantes: 
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LEMME 1. Les mats fi = abcacbc, fi = cabcbac, f3 = cbcacba n’ap- 
paraissent respectivement dans w(X*) que comme facteur gauche, facteur 
“central”, facteur droit de w(a). 
Preuve. Pour contraler cette affirmation, notons que si l’un des motsfi 
est facteur d’un mot de w(X*), comme il est de longueur 7, ou bien il est 
facteur d’un mot w(x), (x E X) (or on vkrifie immkdiatement que ni w(a), 
ni w(b), ni w(c) ne contiennent fi (i = 1, 2, 3) en facteur ailleurs que dans 
les positions annonckes), ou bien il en rencontre deux: ff = pq, oti p est 
un facteur droit de longueur au plus 6 d’un mot w(x), et q est facteur 
gauche d’un autre mot w(u): il suffit alors de chercher parmi les facteurs 
droits de longueur au plus 6 des mots w(a), w(b), w(c) ceux qui peuvent 
Ctre facteur gauche p d’un mot f6 . 11 n’y en a que trois: a, cb, et c, et 
aucun d’eux n’admet pour facteur droit q correspondant un facteur 
gauche d’un mot w(y). 
LEMME 2. De mEme, z(fJ, z(fJ, z(f3) n’apparaissent dans w(X*) que 
comme facteurs de w(b) = z(w(a)), dans les positions correspondantes, et 
de mEme les mats z2(J;r)pour lespositions correspondantes de w(c) = z”(w(a)). 
Preuve. Ceci est une conskquence immCdiate de (iii) et du lemme 1. 
Les mots fi , fi , f3 seront ditsfacteurs caract&istiques (gauche, “central”, 
droit) de w(a); de m&me z(fi) sera dit facteur caractkristique de w(b) etc. 
11s sont caractkristiques en ce sens que si un mot w(h) de w(X*) contient 
un facteur caractkistique de w(x) (x E X) apr& un facteur gauche de 
longueur n, d’une part n = 19 k + n, , oh n, = 0, 6, ou 12 suivant qu’il 
s’agit d’un facteur caractkristique gauche, central, ou droit de w(x), et 
d’autre part, la (k + 1) time lettre de h est x. 
LEMME 3. Les facteurs gauches de longueur p (p 3 1) des mats 
w(a), w(b), w(c) sont distincts; il en est de mZme de leurs facteurs droits. 
w(X*) est un code bipr&ixe, c’est-&dire que tout mot de X* a au plus un 
facteur droit et un facteur gauche dans w(X). 
LEMME 4. Si f est facteur d’un mot w(h), et si f contient un facteur 
caracttristique, il existe un mot et un seul h, tel que w(hJ E (X*\XlgX*) 
f(x*\xlgx*). 
Ce mot hI est facteur de h dans la position d&erminBe parf; w(h,) peut 
Ctre consid& comme le message reconstituk d’aprcs le fragment f dans 
le code biprkfixe w(X*). 
Preuve. Soit w(h) = pfp’; si 1 p j = 19q + r, et I p’ I = 19q’ + r’, 
0 < r, r’ < 19, en simplifiant h par son facteur gauche de longueur q, 
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et par son facteur droit de longueur q’, on obtient un mot h, tel que 
w(h,) E X~fX~’ (0 < r, r’ < 19). 
Montrons maintenant que si h, est un autre mot de X* tel que 
w(h,) E XSfF (0 < s, s’ < 19) 
ntcessairement h, = h, . 
Si f contient un facteur caracteristique du mot w(x) (x E X), aprb un 
facteur gauche de longueur n, on sait (lemme 2) que h, contient x et que 
r + n = n, mod 19, oti n, = 0,6, ou 12 suivant qu’il s’agit d’un facteur ca- 
racteristique gauche, central, ou droit de w(x). De meme, de w(h,) E XsfXs’, 
on deduit s + n = n, mod 19. Mais alors, r = s, et les premieres lettres 
x1 et x2(x1 , xZ E X) de h, et h, sont telles que leurs images par w ont un 
facteur droit non vide commun: le facteur gauche fO de longueur 19 - r 
def. D’apres le lemme 3 elles sont Cgales. De meme, r’ = s’, et si z1 et z2 
designent les dernieres lettres de h, et de h, , w(zl) et w(zZ) ont un facteur 
gauche commun non vide, le facteur droit fO’ de longueur 19 - r’ de f, 
done zi = z2 . Si l’on d&nit fi , g, , et g, par f = fOfifO’, h, = x,g,z, , 
et h, = x,g,z, , on obtient: 
WA = w(xd w(gJ 44 = N-d fiw(z,), 
N&J = +I) w&J ~(4 = wWfiw(zA 
11 s’ensuit que w(h,) = w(h,), done h, = h, . 
LEMME 5. Si m poss2de la proprikte’ Pli3 , toute sesquipuissance f g f 
facteur de w(m) teIle que f contienne un facteur caractbristique v&rl$e 
I g I 3 (l/3) If I- 
Preuve. Si f gf est une sesquipuissance facteur d’un mot w(m) de 
w(X*), et si f contient un facteur caracteristique, d’apres le lemme 4, 
m=shthu,oti 
w(h) = pfp’ (0 ,< I P I, I P’ I < 19) et P’WP = g- 
Ah-s I g I > 19 I t I, et If I < 19 I h I. done I g l/l.f I 2 I t l/l h I. Or 
m possedant la propriete Pll3 , la sesquipuissance h t h facteur de m 
vtrifie / t I// h / 3 l/3. Done a fortiori I g l/l f I 3 l/3. 
LEMME 6. II reste ci s’assurer que si m poss2de la proprie’te’ Pl,3 , toute 
sesquipuissance f g f facteur de w(m) telle que f ne contienne pas de facteur 
caractkristique vf!rrifie 1 g 1 3 (l/3) 1 f I. 
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Preuve. Un mot ne contenant pas de facteur caracteristique est au 
plus de longueur 12. Done IfI < 12, et, si /g 1 <(l/3) jfl, 1 g 1 < 3, 
soit 1 fgf I < 27. Un facteur de longueur 27 d’un mot de w(X*) rencontre 
au plus trois blocs w(x) (x E X). 11 suffit done de chercher les sesqui- 
puissances considtrees, dans les images par w des mots de X3 verifiant 
P 1,3 , c’est-a-dire 
aba abc aca acb 
bcb bca bab bat 
cat cab cbc cba 
Grace a la propritte (iii), il suffit de considerer les quatre mots figurant 
sur la premiere ligne. D’autre part, on constate aisement que l’image par 
w de ces mots ne contient pas de carrt de mots d’une ou deux lettres (il 
suffit de verifier qu’il en est ainsi de acb w(a), bat w(a), w(a) bca, w(a) cab.) 
On pourra done conduire la verification en cherchant (dans w(ab) et w(ac) 
car elles rencontrent au plus deux blocs w(x) (x E X), et la prop&C (iii) 
reduit le nombre des cas a considerer) les sesquipuissances fg’f’ pour 
lesquelles If’ I = 3, et 0 < / g’ j < 12, et en regardant pour chacune 
d’elles si elle peut se prolonger dans w(aba), w(aca), w(acb), en une 
sesquipuissance fgf telle que I g / < (l/3 / f j. Cette inspection n’est pas 
tres longue, et permet de conclure que la propriett annoncee en tete du 
lemme 6 est vraie. 
D’apres les lemmes 5 et 6, w verifie la condition (ii), et la suite s, = wn(a) 
est un mot infini posstdant la propritte Pl,3 . 
REMARQUE 
Dans le cas d’un alphabet ayant k lettres (k > 4), le seuil Tk vtrifie 
naturellement encore la relation Tk 3 l/3, et, plus gentralement, Tk est 
fonction croissante de k, car un mot infini construit sur un alphabet X est 
aussi un mot infini construit sur tout ensemble contenant X. 
D’autre part, pour tout k 3 3, un mot ala2 ... akakflaKf2 de longueur 
k + 2 ne peut posstder la propriett P, pour t > k - 2. En effet, ou bien 
un facteur de k lettres de ce mot contient deux occurrences de la mCme 
lettre, done un facteur fgf avec j g / < (k - 2) If 1, ou bien ak+lak+2 = 
ala2 , et le mot contient en facteur une sesquipuissancefgf avec If I = 2, 
etIgI=k-2,doncIgI<(k-2)lfl.DoncT,<k-2. 
En fait, M. Bodard a construit sur ordinateur, pour k = 5, 6, 7, des 
mots de longueur depassant 5000, verifiant la propritte P,-, . 
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Pour k = 4, il a montr6 que tout mot de longueur > 122 contient une 
sesquipuissance f gf avec 1 g I < (3/2) IfI (done T4 < 3/2 (< 4 - 2)), 
et construit un mot de longueur dkpassant 5000 vkifiant la proprittk P,,, . 
Ceci conduit A penser que T4 = 312, et Tk = k - 2 si k 3 5. 
Je remercie Monsieur le Professeur M. P. Schiitzenberger de m’avoir propose ce 
probleme et de m’avoir aid&e de ses conseils dans la redaction de ce travail. 
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